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1 Gerber-Shiu 関数とは
正の定速ドリフトから, 正の飛躍を持つ複合 Poisson 過程を減じた加法過程 {R(t)}

(1.1) R(t) = u+ t−
N(t)∑
k=0

Uk, u ≥ 0, U0 ≡ 0,

を surplus 過程*1と呼ぶ: ここで, {N(t), t ≥ 0} は Poisson rate ρ の Poisson 過程, {Uk, k = 1, 2, · · · }
は共通分布が F の非負 i.i.d. r.v.’s で {N(t)} とは独立. 平均 E[U1] ≡ µF の存在と “ safty loading

1− ρµF > 0 ” を仮定する.

t

Surplus R(t)

u : Initial surplus

τ: bankrupt

U1 : 1st claim U2 : 2nd claim

U3 : 3rd claim

R(τ-) 
undershoot

R(τ) 
overshoot

保険会社の破産時刻を τ ≡ inf{t > 0 : R(t) < 0} で
定義する. すると破産直前の surplus R(τ−) と破産額
|R(τ)| を変数とする penalty 関数 w(x, y) を適当に設定
し*2, それを現在価値に割り引いた関数 ϕ で, “保険会社
の破産の深刻さ ” が定量化される:

(1.2) ϕ(u) = Eu

[
e−α τ w(R(τ−), |R(τ)|)

]
, α ≥ 0 is discount rate.

ϕ は, 提案者に因んで Gerber-Shiu 関数と呼ばれ ([3], [4]), 再保険料の算定など多くの応用がある. “u,

ρ, F , α と ϕ(u) との関数関係 ”の解明を目標とした研究は盛んに行われているが, F が指数分布およびそ
の類似物以外では, 未だに未解決のままである.

本講演では, w を

(1.3) w(x, y) ≡ I{x>a, y>b}, a, b ≥ 0 are arbitrarily fixed constants,

とし, F が “ δ 分布の凸結合 ” (c.f. 定義 2.1, この空間をPD と表記する) であるとき, ϕ の具体形を与え
る. r( · , · ) を Lévy metric とするとき, R1

+ 上の確率測度空間 (P, r) のなかで PD は dense subset だか
ら, F † ∈ PD で一般の F ∈ P を任意精度で近似できる. すなわち “一般の F に対する ϕ の任意精度近
似 ”を, シュミレーションが適用可能な具体型で求める.

2 主結果
Surplus 過程 (1.1) の path を分解することで, ϕ が満たす積分微分方程式 (∗) が得られる: (∗) は一意解
を持つが, それを得るため, Laplace 変換を行う:

(2.1) 0 = ϕ̂(s)
{
ρ F̂ (s)− (ρ+ α) + s

}
+ ρ ŵ⋆(s)− ϕ(0), ϕ̂(s) =

∫ ∞

0

du e−s u ϕ(u),

ここで, ŵ⋆(s) ≡
∫ ∞

0

du e−s u

∫ ∞

u

F (dx)w(u, x− u). とくに, w を (1.3) とすれば,

ŵ⋆(s) =

∫ ∞

a+b

F (dx)
1

s
{e−s a − e−s (x−b)}

*1 この加法過程は Cramér-Lundberg モデルと呼ばれ, 時刻 t での保険会社の資産を表す.
*2 Penalty 関数としては, w = x− y, w = 1− exp{−(x− |y|)− c |y|}, c ≥ 0, なども提案されている.
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となる. しかし (2.1) では ϕ̂(s) および ϕ(0) が未知である. そこで s に関する方程式

(2.2) Lundberg eqauiton ρ F̂ (s)− (ρ+ α) + s = 0,

の正解を rα (α exponent) とする. s = rα のとき, (2.1) で { } = 0 となり ϕ(0) を得ることが出来る*3:

(2.3) ϕ(0) = ρ ŵ⋆(rα) = ρ

∫ ∞

a+b

F (dx)
1

rα
{e−rα a − e−rα (x−b)}.

定義 2.1. F が “ δ 分布の凸結合” とは, ある整数 M > 0, 定数 0 < a1 < . . . < aM , および, 定数
0 < pk < 1, k = 1, . . . ,M , に対し,

(2.4) F (dx) =

M∑
k=1

pk δ(x, ak) dx, p1 + · · ·+ pM = 1,

となることである. 但し δ(x; a) は “位置 a に単位質量がある δ 関数 ”. (2.4) の全体を PD で表す. ⋄

(2.1), (2.2) の α exponent rα と F † ∈ PD であることを利用. 多重指数の記法を用いて,

定理 2.2 (主定理). PD ∋ F † は (2.4) とする. ⇒ (1.3) にたいする Gerber-Shiu 関数の具体形は

ϕ(u) = Eu

[
e−α τ I{R(τ−)>a, |R(τ)|>b}

]
= ρ

M∑
k=0

pk
rα

(e−rα a − e−rα (ak−b)) I{a+b≤ak} K(u)−

−
M∑
k=0

pk

∫ u

0

dv (I{v≥a} − I{v≥ak−b}) I{a+b≤ak} K(u− v)

ここで K(u) =
∑

k∈ZM
+

(−ρ)k
pk

k!
e(ρ+α) (u−⟨k,a⟩) (u− ⟨k,a⟩)k I{u≥⟨k,a⟩}.

なお I{u≥⟨k,a⟩} の項があるため, 上記 K(u) の右辺に現れる
∑

k∈ZM
+

( )
は有限和である. ⋄

注意 2.3. (i) 一般の F ∈ P に対し, (2.2) を代数的に解くことはほぼ不可能. そこで rα に収束する近似
区間列 {(ℓ†k, r

†
k)} を構成するが, r†k+1 − ℓ†k+1 < c (r†k − ℓ†k)

2 となり, その収束は極めて早い.

(ii) 一般の F ∈ P に対しは, F † ∈ PD で “ r(F, F †) < ε, µF = µF † ” となるものを構成し, その F †

に 定理 2.2 を適用する. ⋄
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[1] S. Asmussen and H. Albrecher, Ruin Probabilites (2nd ed.), 2010, World Scientific.

[2] Cramér, H., Historical review of Fillip Lundberg’s work on risk theory, Skand. Aktua. (Suppl.), 52

(1969), 6-12.

[3] Gerber, H.U. and Shiu, E.S.W., The joint distribution of the time of ruin, the surplus immediately

before ruin, and the deficit at ruin, Insurance: Mathematics and Economics, 21 (1997), 129-137.

[4] Gerber, H.U. and Shiu, E.S.W., On the time value of ruin, Noth American Actuarial J., 2 (1998),

48-72

*3 α = 0 の場合 ϕ(0) の具体型が知られている, [1]. また Wiener-Hope 定理の応用から, ϕ(0) を求めることも出来るが, 本質的
に無限級数であり, 実際の計算は困難.
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古典 Lundberg modelの結合分布の一般公式について

佐藤　定夫 ∗

2017.12.11 東北大学 確率論シンポジウム

1 Lundberg model

Nt を ν− Poisson processとし Yj を分布 F の i.i.d.とする.

St = t−
Nt∑
j=1

Yj (1)

S0 = 0なので k ≤ 0に対し,破産時刻を定義する.

Tk = inf{t > 0;St < k}

.

簡単のため Y > 0 a.s.とし、F の Laplace変換 ϕ(β) は β = 0の近傍で analyticとする. また、存続確
率 (P (Tk = ∞))が正となる条件

νE(Y ) < 1 (2)

を常に仮定する. F は density f をもつとして式を書くが,一般化は容易である.

We study the following generating function:

U(k, ζ, β, γ) = E(e−ζTk−β(k−STk
)−γ(STk−−k)) (3)

ここで Vk = k − STk
は overshoot と呼ばれ Vk− = STk− − k は the surplus prior to ruinと呼ばれる (GS).

U の逆変換を求めれば, Gerber-Shiuを含む一般の Tk, Vk, Vk− の結合分布がわかるがこれが一般の F に対
して可能であることを以下に示す.

2 U,LU formula

Theorem 1.

LU(α, ζ, β, γ) =
1

1− U(0, ζ, α, 0)
.
U(0, ζ, β, γ)− U(0, ζ, α+ γ, γ)

α+ γ − β
(4)

ここでLU は U(k, , , )の (−∞, 0]でのL変換.

Define

Z(ζ, γ) = lim
β→∞

βU(0, ζ, β, γ) (5)

and

z(ζ) = Z(ζ, 0) (6)

Theorem 2. The function z(ζ) is a positive decreasing convex function and satisfies that

z(ζ) = νϕ(ν + ζ − z(ζ)) (7)

and

z(ζ) = ν + ζ − ζ

1− U(0, ζ, 0, 0)
. (8)

∗東京電機大学 理工学部 情報システムデザイン学系, sato@u.dendai.ac.jp
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Moreover, we have

Z(ζ, γ) = νϕ(ν + ζ + γ − z(ζ)), (9)

0 < Z(0, γ) ≤ νϕ(γ) (10)

and

U(0, ζ, β, γ) =
νϕ(β)− Z(ζ, γ)

ν + ζ + γ − z(ζ)− β
(11)

3 density of (Tk, Vk, Vk−)

Define

G0(t, s) = δ0(t− s) + νs

∞∑
n=1

(νt)n−1

n!
fn∗(t− s). (12)

Then we have

Theorem 3. The density of (T0, V0, V0−) is

f0(t, x, s) = νe−νtG0(t, s)f(x+ s). (13)

Define

g(t) =

∞∑
n=1

(νt)n−1

n!
fn∗(t). (14)

Define

G1(k, t) =

∫ 0

k

dvg(t− v)

∞∑
n=0

(νv)n

n!
fn∗(v − k) (15)

Theorem 4. The density of (Tk, Vk, Vk−) is

fk(t, x, s) = νe−νtf(x+ s)

(
1{s+k≥0}G0(t, s+ k) + ν

∫ (s+k)∧0

k

dv

∫ t

0

duG0(t− u, s+ k − v)G1(v, u)

)
(16)

Thus Vk have the tail distribution of f . Tk and Vk are conditionally independent given Vk−.
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Large financial marketにおける無裁定理論

浜口 雄史 ∗ 京都大学理学研究科数学教室 修士課程 2年

古典的なマーケットモデルは,有限個の株式などの危険資産を仮定し,その割引価格を有限
次元確率過程でモデル化する. 一方本講演では可算無限個の証券を仮定した large financial

marketにおける無裁定理論について, 特に基準財変更との関連についての新しいアプロー
チを紹介する.

(Ω,F ,P)を確率空間とし, F = (Ft)t∈[0,T ]を通常の条件を満たすフィルトレーションとす
る. 可算無限個の危険資産の価格過程を実数値セミマルチンゲールの列 S = (Sn)n∈Nで表
し, これを large financial marketと呼ぶ. また相異なる自然数からなる有限集合Kに対し,

SK = (Sn)n∈K をK-small marketと呼ぶ. 補助的に安全資産 (基準財)の価格過程として
S0 ≡ 1を考える. すなわちすべての価格は基準財 S0による割引価格を表すものとする.

まず, 各 small market SKにおける投資戦略を, 古典的なマーケットモデルと同様に定義
する.

定義 1. R|K|-値可予測過程Hで, 有限次元セミマルチンゲールに関するベクトル確率積分
の意味で SK-integrable (H ∈ L(SK)と書く)なものを, small market SKにおける投資戦略
(trading strategy)と呼ぶ. さらに確率積分過程H · SKがある正定数 λによりH · SK ≥ −λ

となるとき, 投資戦略Hは λ-admissibleであるという. SKにおける λ-admissibleな投資戦
略全体の集合をHK

λ と表し, Hsmall
λ =

∪
K HK

λ と定義する.

投資戦略Hは各資産の各時刻における保有量を表し, 確率積分H · SK は戦略Hに対応
する累積 (割引)損益額を表す. また admissibility条件は累積損失額が非有界となるような
「非合法的な」戦略を排除することに対応しており, 無裁定理論と関連するマルチンゲール
理論において本質的な役割を持つ. λは損失額のボーダーライン (credit line)とみなすこと
ができる. 詳細は参考文献 [1]を参照されたい.

上で定義したHsmall
λ は, 全期間においてある有限個の証券のみを取引する投資戦略のク

ラスであることに注意する. large financial marketでは取引可能な資産が無限個存在する
ため, 各時刻 t ∈ [0, T ], および各 ω ∈ Ωによって保有する資産の集合が異なるような投資
戦略のクラスを考えるべきである. ここではDe.Donno-Pratelli[2]により導入された, 無限
次元セミマルチンゲールに関する generalized stochastic integralによる定義を採用する.

定義 2. 各Hnをある small market SKnにおける投資戦略とする. H = (Hn)n∈Nが [2]の意
味で S-integrable (H ∈ L(S)と書く)である, すなわち確率積分過程の列 (Hn · SKn)n∈Nがセ
ミマルチンゲール位相でCauchy列となるとき, H = (Hn)n∈Nを一般化投資戦略 (generalized

strategy)と呼ぶ. またその極限セミマルチンゲールをH ·Sと書き, HのSに関する一般化確
率積分 (generalized stochastic integral)と呼ぶ. さらに近似列 (Hn)n∈Nが一様にλ-admissible

であるとき, Hは λ-admissibleであるという. λ-admissibleな一般化投資戦略全体の集合を
Hlarge

λ と書く.

裁定機会とは, 直観的には「無リスクで正の富を得るような投資戦略」のことを指す. こ
のような理想的な戦略が存在すれば, 多くの (理性的な)投資家がこの戦略を取ることによ

∗hamaguchi@math.kyoto-u.ac.jp

hamaguchi@math.kyoto-u.ac.jp


り, 需要と供給の関係から価格が変動, その結果裁定機会は直ちに消失するであろう. した
がって数理ファイナンスにおける標準的なマーケットモデルは裁定機会が存在しないこと
が要請される. large financial marketでは様々な裁定機会の概念が存在するが, 本講演では
次の主要な 4つの裁定機会について議論する.

定義 3. (i) small market SK における 1-admissible strategy H ∈ HK
1 が

(H · SK)T ≥ 0 a.s. かつ P{(H · SK)T > 0} > 0

を満たすとき, Hを SK における裁定機会 (arbitrage in a small market)と呼ぶ.

(ii) 1-admissible generalized strategy H ∈ Hlarge
1 が

(H · S)T ≥ 0 a.s. かつ P{(H · S)T > 0} > 0

を満たすとき, Hを一般化裁定機会 (generalized arbitrage, (GA))と呼ぶ.

(iii) small marketにおける投資戦略の列 (Hn)n∈Nが次の 2条件を満たすとき, (Hn)n∈Nを
第一種近似裁定機会 (asymptotic arbitrage of the first kind, (AA1))と呼ぶ;

(iii-a) ある定数の列 ϵn ↓ 0が存在し, 各 n ∈ NについてHn ∈ Hsmall
ϵn となる;

(iii-b) ある定数の列 cn ↑ ∞および正定数 αが存在し, すべての n ∈ Nに対して

P{(Hn · SKn)T ≥ cn} ≥ α > 0

が成立する.

(iv) small marketにおける投資戦略の列 (Hn)n∈Nが次の 2条件を満たすとき, (Hn)n∈Nを
第二種近似裁定機会 (asymptotic arbitrage of the second kind, (AA2))と呼ぶ;

(iv-a) すべての n ∈ NについてHn ∈ Hsmall
1 となる;

(iv-b) ある定数 c > 0が存在し,

lim sup
n→∞

P{(Hn · SKn)T ≥ c} = 1

が成立する.

上のような裁定機会が存在しないとき, large financial market Sはそれぞれ無裁定型条件
(NA)small, (NGA), (NAA1), (NAA2)を満たすという.

large financial market X = ((Sn)n∈N, 1, V )を考える. ここで V は S0 ≡ 1に代わる新し
い基準財の S0による割引価格を表し, 正値セミマルチンゲールであるとする. 基準財を S0

から V に変更すると, 各危険資産および安全資産の V による割引価格はそれぞれ Sn

V
およ

び 1
V
となる. したがって新しい large financial market Z = ((S

n

V
)n∈N,

1
V
, 1)を考えることと

なる. 本講演では, 新しいマーケット Zにおける無裁定型条件を元のマーケットXに関す
る条件として記述し, さらに基準財変更によって無裁定型条件が保存するための条件につ
いて説明する.

参考文献
[1] Delbaen-Schachermayer; The Mathematics of Arbitrage. Springer-Verlag Berlin Hei-

delberg, (2006).

[2] De.Donno-Pratelli; Stochastic integration with respect to a sequence of semimartin-

gales. In memoriam Paul-Andr Meyer: Sminaire de Probabilits XXXIX, 119135, Lec-

ture Notes in Math., 1874, Springer, Berlin, (2006).
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非整数ボラティリティに対する統計的推測

阪大・基礎工　高畠　哲也

(共同研究者　阪大・基礎工　深澤　正彰)

1 講演の概要

本講演では、数理ファイナンスの分野で近年注目を集めている、非整数ボラティリティモデルと呼ばれる、

株価過程のモデルに対する未知定数の推定問題を考察する。 今、対数株価過程X = log(S)は、実測度のもと

で、以下の確率過程に従うと仮定する。

Xt = X0 +

∫ t

0

bs ds+

∫ t

0

√
exp(Vs) dBs,

Vt = V0 +

∫ t

0

as ds+ ηWH
t , (H, η) ∈ (0, 1)× (0,∞).

ただし、B は標準 Brown運動、WH は Hurst指数H の非整数 Brown運動である。ここで、対数ボラティリ

ティ過程 V に含まれる H と η が我々が推定したい未知の定数であり、これらを有限期間で観測される高頻度

株価取引データから推定することが、本研究の目的である。

2 問題設定と主結果

2.1 問題設定

本研究では、以下のデータYℓ = (Y ℓ
0 , Y

ℓ
1 , · · · , Y ℓ

n)が観測される状況を考える。

Y ℓ
j = log

[
1

δn

∫ (j+1)δn

jδn

exp(Vs) ds

]
+

√
2

m
ζj , j ∈ {0, 1, 2, · · · , n− 1}, ℓ = (n,m) ∈ Z2

+. (1)

ここで、δn はデータの観測間隔で、{ζj}j∈Z は独立同分布な標準正規ノイズを表す。この観測モデルは、セミ

マルチンゲールの二次変動に関する安定収束定理と Delta法から導出される。もしノイズ {ζj}j∈Z の影響がな

ければ、観測 Yℓ は観測間隔 δn 毎の対数株価過程 X の二次変動を δn で割り、さらに対数変換を施したもの

に等しい。また、観測間隔 δn が十分小さければ、Taylor近似と Euler-Maruyama近似により、

∆Y ℓ
j ≈ 1

δn

∫ (j+1)δn

jδn

(Vs − Vs−δn) ds+

√
2

m
∆ζj　 ≈ η

δn

∫ (j+1)δn

jδn

(WH
s −WH

s−δn) ds+

√
2

m
∆ζj

と近似される。ただし、∆は時系列の差分をとる作用を表す。本講演では、上記近似を利用し、観測データの

差分を近似的に定常 Gaussな時系列とみなした際の近似尤度を用いて、推定量を構成する。

2.2 推定量の構成

以下、P
(ℓ)
θ で観測 Yℓ の分布を表すこととする。まず、観測値 yn ≡ (y1, · · · , yn) := Yℓ(ω) ∈ Rn に基づ

き、(H, ν) ≡ (H, ηδHn )の推定量 (Ĥℓ, ν̂ℓ)を、以下のWhittle型推定関数

Uℓ,0(H, ν) =
1

4π

∫ π

−π

log gmH,ν(λ) dλ+
1

4πn

n−1∑
i,j=1

(
1

2π

∫ π

−π

e
√
−1(i−j)λ 1

gmH,ν(λ)
dλ

)
∆yi∆yj



を (H, ν)に関して最小化するものとして定義する。ただし、

gmH,ν(λ) = ν2fH(λ) +
2

m
l(λ), λ ∈ [−π, π].

ここで、fH は定常 Gauss過程 { 1
δn

∫ (j+1)δn
jδn

(WH
s −WH

s−δn
) ds}j∈Z、lは {∆ζj}j∈Z のスペクトル密度をそれ

ぞれ表す。このとき、未知定数 θ = (H, η)に対する推定量 θ̂ℓ を、以下で定義する。

θ̂ℓ =
(
Ĥℓ, δ

−Ĥℓ
n ν̂ℓ

)
, ℓ ∈ Z2

+.

本講演では、推定量 θ̂ℓ に関して得られた、以下の結果を紹介する。

定理 1. Θ = [H−,H+]× [η−, η+] ⊂ (0, 1)× (0,∞)とし、以下の条件を仮定する。

0 < inf
n∈Z+

nδn ≤ sup
n∈Z+

nδn < ∞, δn → 0 as n → ∞,

inf
H∈[H−,H+]

mδ2Hn = mδ2H+
n → ∞ as n,m → ∞.

このとき、推定量の列 {θ̂ℓ}ℓ∈Z2
+
は未知定数 θ = (H, η) に対して弱一致性を満たす。すなわち、すべての

θ0 = (H0, η0) ∈ Θ̊に対し、以下の確率収束が成り立つ：

任意の ε > 0に対し、 lim
n,m→∞

P
(ℓ)
θ0

[∥∥∥θ̂ℓ − θ0

∥∥∥ ≥ ε
]
= 0.
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EXPECTED EXPONENTIAL UTILITY MAXIMIZATION OF INSURERS

WITH A GENERAL DIFFUSION FACTOR MODEL : THE COMPLETE

MARKET CASE.

畑　宏明 (静岡大学)、許　順吉、孫　立憲 (國立中央大學 (台湾))

【本講演の目的】完備市場の場合の一般的な非線形確率ファクターモデル下での指数型効用関
数を用いた保険会社の最適投資問題の最適戦略と最適値を求める。

(Ω,F , P, (Ft)t≥0)をフィルター付き確率空間とする。ただし、Ft := σ{Ws, ps, Zj1j≤ps ; s ≤
t, j ≥ 1}である。ここで、(Wt)t≥0はn+m次元標準ブラウン運動, (pt)t≥0は強度 λ > 0をもつ
Poisson過程 , (Zi)i≥1は同一分布νをもつ独立な非負確率変数の列。また、(Wt)t≥0, (pt)t≥0, (Zi)i≥1

は互いに独立とする。
今、次の市場モデルを考える。

• 銀行預金過程 : dS0
t = S0

t r(Yt)dt, S0
0 = s00,

• i(i = 1, · · · ,m)番目の危険資産価格過程 :

dSi
t = Si

t

{
µi(Yt)dt+

m∑
k=1

σik
p (Yt)dW

k
t

}
, Si

0 = si0,

• ファクター過程 : dYt = g(Yt)dt+ σf (Yt)dWt, Y (0) = y ∈ Rn.

ここで、 σpはm×m-値行列関数, σf は n×m-値行列関数、 rはR-値関数, µはRm-値関数,
gは Rn-関数である。
更に、リスク過程として、次の Cramér-Lundberg モデルを用いる :

Rt := x+ ct− Jt,

ここで、 xは初期資産、 c > 0は収入保険料率、Jt :=

pt∑
i=1

Ziである。また、∆Js := Js− Js−

と定義するとき、J·に関連する Poisson ランダム測度は t ≥ 0とボレル集合 U ⊂ [0,∞)に対
して、次のように定義する：

N([0, t]× U) :=
∑

0≤s≤t

1U (∆Js).

このとき、次の条件を仮定する。

(A1) r, µ, g, σp, σf は大域的に Lipschitz 条件を満たす。
(A2) σp(x)は正則行列である。
(A3) x, η ∈ Rnに対して、次が成り立つような µ1, µ2 > 0が存在する :　

µ1|η|2 ≤ η∗σf (x)σf (x)
∗η ≤ µ2|η|2.

(A4) rは非負で有界.

πi
t を i番目の危険資産の株の保有量, 1 = (1, · · · , 1)∗とすると、時刻 tにおける保険会社の資
産過程Xπ

t は次を満たす。

Xπ
t = Rt +

∫ t

0

{
m∑
i=1

πi
u

dSi
u

Si
u

+ (Xπ
u − π∗

u1)
dS0

u

S0
u

}

= x+

∫ t

0
{c+ π∗

u(µ(Yu)− r(Yu)1) + r(Yu)X
π
u} du+

∫ t

0
π∗
uσp(Yu)dWu −

pt∑
i=1

Zi.

本講演では、次の指数型効用関数を用いた保険会社の最適投資問題を扱う。
1
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(P) V (t, x, y) := sup
π∈At,T

E
[
−e−αXt,x,y,π

T

]
.

ただし、At,T は許容な投資戦略全体。

【解法の手順】
(1) 動的計画原理を用いて、形式的に下で与えた Hamilton−Jacobi−Bellman(HJB)方程
式 (0.1)を導出する。(※ HJB方程式 (0.1)の sup

π∈Rm
[ ]において、supを達成する π̃は

最適投資戦略の候補になる。)
(2) HJB方程式 (0.1)に最適戦略の候補 π̃を代入した方程式の解の存在を証明する。
(3) HJB方程式 (0.1)を用いて、Verification Theorem (最適戦略の候補 π̃が本当に最適戦
略であることを保証する定理)を証明する。

実際、動的計画原理から、問題 (P)に関連するHJB方程式は次のようになる。

sup
π∈Rm

[
∂V

∂t
+

1

2
π∗σp(y)σp(y)

∗πVxx +
1

2
tr(σf (y)σf (y)

∗Vyy)

+π∗σp(y)σf (y)
∗Vxy + {c+ π∗(µ(y)− r(y)1) + r(y)x}Vx + g(y)∗Vy

+λ

∫
z>0

{V (t, x− z, y)− V (t, x, y)}ν(dz)
]
= 0,

V (T, x, y) = U(x).

(0.1)

このとき、

Ṽ (t, x, y) := −e−a(t,y)x−b(t,y),

は (0.1)の解になる。ただし、aと bは次を満たす :

∂a

∂t
+

1

2
tr(σf (y)σf (y)

∗D2a) + (Da)∗
{
g(y)− σf (y)σp(y)

−1(µ(y)− r(y)1)
}

− 1

a
(Da)∗σf (y)σf (y)

∗Da+ r(y)a = 0, a(T, y) = α,

∂b

∂t
+

1

2
tr(σf (y)σf (y)

∗D2b) + (Db)∗
{
g(y)− σf (y)σp(y)

−1(µ(y)− r(y)1)

−σf (y)σf (y)
∗Da

a

}
+

1

2

(
µ(y)− r(y)1− σp(y)σf (y)

∗Da

a

)∗

· (σp(y)σp(y)∗)−1

(
µ(y)− r(y)1− σp(y)σf (y)

∗Da

a

)
+ ca

− λ

∫ ∞

0

(
ea(s,y)z − 1

)
ν(dz) = 0, b(T, y) = 0.

最終的に次の定理が得られる。

Theorem 0.1. (A1) ∼ (A4)を仮定する。 さらに、次も仮定する。

(A5)

∫ ∞

0
eC0zν(dz) < ∞ ∃C0 > 0.

このとき、

π̃t := π̃(t,X π̃
t , Yt) =(σp(Yt)σp(Yt)

∗)−1

[
σp(Yt)σf (Yt)

∗Da(t, Yt)

a(t, Yt)

(
−X π̃

t +
1

a(t, Yt)

)
+
µ(Yt)− r(Yt)1− σp(Yt)σf (Yt)

∗Db(t, Yt)

a(t, Yt)

]
は最適戦略で、V (0, x, y) = Ṽ (0, x, y)が成り立つ。

参考文献
[1] H. Hata, S.J. Sheu and L.H. Sun (2017) “Expected exponential utility maximization of
insurers with a general diffusion factor model : The complete market case.”, preprint.



SECOND ORDER UNBIASED SIMULATION METHOD FOR REFLECTED STOCHASTIC
DIFFERENTIAL EQUATIONS

TATSUKI AKIYAMA, ARTURO KOHATSU-HIGA, AND TOMOOKI YUASA

1. Introduction

次の初期値 X0 = x ∈ [0,∞)である 1次元反射壁確率微分方程式を考える．

dXt = σ(Xt)dWt + dLt, t ≥ 0.(1.1)

ただし，(Wt)t≥0は初期値W0 = 0である 1次元Wiener過程であり，拡散係数σ : [0,∞)→ Rはσ ∈ C2
b([0,∞))

を満たし，一様楕円性を持つとする．この時，次を満たす確率過程 (Xt(x),Lt(x))t≥0が存在する．
• (Xt(x), Lt(x))t≥0は次を満たす初期値 (X0(x),L0(x)) = (x, 0)である非負連続適合過程である．

Xt(x) = x +
∫ t

0
σ(Xs(x))dWs + Lt(x), t ≥ 0.

• L•(x) : [0,∞)→ [0,∞)は非減少関数であり，次を満たす．∫ t

0
1{Xs(x)>0}dLs(x) = 0, t ≥ 0.

特に，(Xt(x), Lt(x))t≥0を (1.1)の解と呼び，(Lt(x))t≥0は (Xt(x))t≥0の 0点での Local timeとなる．
我々の目的は任意の T > 0に対して，ある数値計算可能なMarkov過程 (X̄πt (x))t≥0を用いて，次を満たす

数値計算可能な確率変数 ZT(x)を構成することである．任意の f ∈ L∞([0,∞))に対して，

E
[

f (XT(x))
]
= E

[
f (X̄πT(x))ZT(x)

]
.(1.2)

この時，(1.2)の右辺に対して，直接Monte Carlo methodを用いることで，左辺の近似値を求めることが可
能である．このような数値計算手法をUnbiased simulation methodと呼ぶ．特に，Monte Carlo method
の誤差は ZT(x)の分散に依存する為，数値計算の意味で精度の高い ZT(x)を構成することに意味を持つ．

2. First order Unbiased simulation method for RSDEs with Poisson kernel method

任意の x ∈ [0,∞)，t > 0に対して，次の密度関数 y 7→ p̄t(x, y)を持つ確率変数を X̄t(x)とする．

p̄t(x, y) =
1√

2πtσ2(x)
exp

{
−|y − x|2

2tσ2(x)

}
+

1√
2πtσ2(x)

exp
{
−|y + x|2

2tσ2(x)

}
, y ∈ [0,∞).

この時，初期値 X̄0(x) = xとするMarkov過程 (X̄t(x))t≥0は (Xt(x))t≥0の近似過程である．実際，(X̄t(x))t≥0
は Order T1/2の近似過程であり（see (2.1) with µ = 0），この近似過程を用いることで，(1.2)を満たす確
率変数 ZT(x)を構成することが可能である．

Theorem 2.0.1. 任意の x ∈ [0,∞)，T > 0， f ∈ L∞([0,∞))，λ > 0，µ ≥ 0に対して，次を満たす．

E
[
eµT1/2

f (XT(x))
]
− E [

f (X̄T(x))
]
= E

[∫ T

0
eµs1/2

E
[

f (Xs(•))
] |•=X̄T−s(x)Yθ

T
T−s(x, X̄T−s(x)Y)ds

]
.

ただし，Yは (Wt)t≥0と独立な Bernoulli分布に従う確率変数であり，任意の x, z ∈ [0,∞)，0 < t ≤ r ≤ Tに
対して，確率変数 θr

t(x, zY)は次で与えられる．

θr
t(x, zY) = P (Y = 1)−1

(
2−1µ(r − t)−1/2p̄t(x, zY) + 2−1∂2

y(σ2(y)p̄t(x, y))|y=zY − ∂tp̄t(x, zY)
)

p̄t(x, zY)−1Y

+ P (Y = 0)−1 2−1∂y(σ2(y)p̄t(x, y))|y=0(1 − Y).

Department of Mathematical Sciences Ritsumeikan University 1-1-1 Nojihigashi, Kusatsu, Shiga, 525-8577, Japan.
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特に，ある定数 C > 0が存在して，次を満たす．

sup
x∈[0,∞)

∣∣∣∣E [
eµT1/2

f (XT(x))
]
− E [

f (X̄T(x))
]∣∣∣∣ ≤ CeµT1/2

T1/2.(2.1)

さらに，次で与えられる ZT(x) ∈ L1(Ω)は (1.2)を満たす．

ZT(x) = 1{NT=0} + 1{NT>0}eλT−µT1/2
NT−1∏

i=0

λ−1θT−τi
τi+1−τi

(X̄πτi
(x)Yi, X̄πτi+1

(x)Yi+1).

ただし，(Nt)t≥0は初期時刻τ0 ≡ 0の点過程 (τi)i∈Nから生成される変数λを持つPoisson過程であり，(X̄πt (x))t≥0
は P(X̄πt (x) ∈ dz|X̄πs (x) = y) = p̄t−s(y, z)dzを満たすMarkov過程である．また，Y0 ≡ 1であり，(Yi)i∈Nは Y
と同分布な独立確率変数列である．さらに，(Wt)t≥0，(τi)i∈N，(Yi)i∈Nは全て独立とする．

3. Second order Unbiased simulation method for RSDEs with Poisson kernel method

Local timeが付随しない場合，Theorem 2.0.1で与えられる確率変数 ZT(x)の分散は有限になるとは限
らない（Lemma 5.4 in [2]）．ただし，点過程を取り替えることで，ZT(x)の全てのMomentを有限にする
ことが可能である（Section 7 in [2]）．さらに，(2.1)の Orderを改善することで，点過程を取り替えずに
（Poisson過程の状態で）ZT(x)の全てのMomentを有限にすることが可能である（Theorem 3.3.3 in [3]）．
また，Poisson kernel method（e.g.[4]）を適用することで，“Efficiency”が改善される（Section 4.3 in [3]）．
そこで，(2.1)のOrderを改善し，ZT(x)の再構成を行う．実際，任意の x, z ∈ [0,∞)，t > 0に対して，

η̄t(x, z) :=
∫ t

0

(
σ′(x)

∫ ∞

0

(
p̄x

s (y, z)∂yp̄t−s(x, y) − (y − x)p̄x
s (y, z)∂2

yp̄t−s(x, y)
)
dy + 2σ′(0)p̄s(0, z)g(t−s)σ2(x)(x)

)
ds

とすると，η̄t(x, z)p̄t(x, z)−1（called extra term in Remark 3.1 of [3]）はOrder eµTTの展開を導く．ただし，
gtσ2(x)(z) = (2πtσ2(x))−1/2 exp{− z2

2tσ2(x) }であり，p̄x
t (y, z) = gtσ2(x)(z − y) + gtσ2(x)(z + y)である．

Theorem 3.0.1. 任意の x ∈ [0,∞)，T > 0， f ∈ L∞([0,∞))，λ > 0，µ ≥ 0に対して，次を満たす．

E
[
eµT f (XT(x))

]
− E

[
f (X̄T(x))

(
1 +
η̄T(x, X̄T(x))
p̄T(x, X̄T(x))

)]
= E

[∫ T

0
eµsE

[
f (Xs(•))

] |•=X̄T−s(x)YθT−s(x, X̄T−s(x)Y)ds
]
.

任意の x, z ∈ [0,∞)，0 < t ≤ Tに対して，確率変数 θt(x, zY)は次で与えられる．

θt(x, zY) = P (Y = 1)−1
(
µq̄t(x, zY) + 2−1∂2

y(σ2(y)q̄t(x, y))|y=zY − ∂tq̄t(x, zY)
)

p̄t(x, zY)−1Y

+ P (Y = 0)−1 2−1∂y(σ2(y)q̄t(x, y))|y=0(1 − Y).

ただし，q̄t(x, y) = p̄t(x, y) + η̄t(x, y)である．特に，ある定数 C > 0が存在して，次を満たす．

sup
x∈[0,∞)

∣∣∣∣∣∣E [
eµT f (XT(x))

]
− E

[
f (X̄T(x))

(
1 +
η̄T(x, X̄T(x))
p̄T(x, X̄T(x))

)]∣∣∣∣∣∣ ≤ CeµTT.

さらに，次で与えられる ZT(x) ∈ ∩p>0Lp(Ω)は (1.2)を満たす．

ZT(x) = 1{NT=0} + 1{NT>0}e(λ−µ)T

1 +
η̄T−τNT

(X̄πτNT
(x)YNT , X̄

π
T(x))

p̄T−τNT
(X̄πτNT

(x)YNT , X̄
π
T(x))

 NT−1∏
i=0

λ−1θτi+1−τi(X̄
π
τi

(x)Yi, X̄πτi+1
(x)Yi+1).

ただし，Y，(Nt)t≥0，(X̄πt (x))t∈π，(Yi)i∈N∪{0}は Theorem 2.0.1と同一である．
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